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CLASA a Vlll-a
Subiectul 1.

a) Aritati ci pentru orice X, y € R are loc inegalitatea x% + y? + xy > 0.
Precizati cand are loc cazul de egalitate.
b) Demonstrati ca pentru orice a, b, cE R* are loc inegalitatea:

a+b—2 4 b+c—2 N c+a—2
a2+ b%2+ab b?2+c?2+bc c?2+a?+ca

1
< —
2
Subiectul 2.
a) Arétati ca pentru orice a,b,c numere reale are loc egalitatea:
al+b3+c3=(a+b+c)a?+ b*+c? —ab — bc — ca) + 3abc.

b) Determinati toate tripletele de numere reale (a, b, c) cu a < b < ¢ pentru care au loc simultan

relatiile:
a+b+c=6,
a® + b*+c? = 14,
a3+ b3 + ¢3 = 36.
Subiectul 3.

Fie A = {ny,n,, ..., ny;} o multime formatd din 11 numere prime si S = ny* + n,* + - + ny*.

Aratatica S : 10 daca sinumaidaci 2 € Asi5 € A.

Subiectul 4.
Se considera punctele necoplanare A, B, C si D. Printr-un punct M de pe segmentul (AB) se duce un
plan paralel cu dreptele AC si BD. Acest plan intersecteaza pe BC in Q, pe CD in P si pe AD in N.
a) Aratati ca MNPQ este paralelogram.

b) Determinati pozitia punctului M astfel incat aria paralelogramului MNPQ sa fie maxima.

Nota:
1) Timp de lucru 3h.

2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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Subiectul 1.
a) Aritati ci pentru orice X, y € R are loc inegalitatea x% + y? + xy > 0.
Precizati cind are loc cazul de egalitate.
b) Demonstrati ca pentru orice a, b, c€ R* are loc inegalitatea:
a+b—2 b+c—2 ct+a-—2 1
+ + <-
a?+b%?+ab b? +c?+bc c?+a’+ca” 2
Solutie.
a)x?+y2+xy20 ©2x24+2y2+2xy 200 (x+y)2+ 22+ Y2 = 0 cevveeeeceeee e 2p
Egalitate are 10C PENTIU XTY=0 oottt 1p
b)
2 <lea’+b +ab26a+6b— 12 al+b2+ab—6a—6b+1220 .. 1p
(a—=2)2+bh-2)2+(@—2)(b—2).=0..adeviratd conform a).........cceeeevrrrerrrrrrsrererernsrsreerens 2p
Se aduna inegalitatile analoAge ..........ccoviiiiiiiiii s 1p

Subiectul 2.
a) Ardtati ca pentru orice a,b,c numere reale are loc egalitatea:
al+b3+c3=(a+b+c)(a?+ b*+c? —ab — bc — ca) + 3abc.

b) Determinati toate tripletele de numere reale (a, b, c) cu a < b < ¢ pentru care au loc simultan

relatiile:
a+b+c=6,
a? + b%+c? = 14,
a®+ b3 +c3=36
Vlad Robu
Solutie.
) L% L o1 | SRR 2p
b) Se verifica ca (a, b, c) = (1,2,3) €SE DUN......cceiiiieiiiicce e 1p
(a+b+c)?—(a?+b?+c?)=2(ab+bc+ca)=ab+bc+ca=11............1p
DiN PUNCLUL @) = @DC = 6 oo ettt 1p

(a@a=2)(b—2)(c—2)=abc—2(ab+bc+ca)+4(a+b+c)—8=0..ccccovevveeen.. 1p
Dacia=2sauc=2sia+b+c=6= a=>b = c= 2 care nu verifica relatia a doua
DeCib=2,a+c=4,a%+c2 =10 = @ = 1SIC = 3ui cooieeeeeeeeeeeee e, 1p
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Subiectul 3.
Fie A = {n,,n,, ...,ny;} o multime formati din 11 numere prime si S = n;* + n,* + - + ny*.
Arataticd S ¢ 10 dacd sinumaidacd2 € Asi5 € A.
Gazeta Matematica 5/2018

Solutie.

Dacdn =7 sineste primatunci . n% — 1 1 10 oot e 2p
Daci2 € Asi5 €AAtUNCi S = 2% + 5% 4+ Mig 4+ 91 10 oo 1p
Daca S ¢ 10 .Presupunemca 2 € A . S este 0 suma de 11 numere impare si deci S este impar, contradictie
(oL oT0] (<374 SRS S 2p
Presupunem ci 5 € A. Atunci S = 2% + M, + 10 contradictie cu S 10 ..ccceeevereeericeeeceee e 2p

Subiectul 4.
Se considera punctele necoplanare A, B, C si D. Printr-un punct M de pe segmentul (AB) se duce un
plan paralel cu dreptele AC si BD. Acest plan intersecteaza pe BC in Q, pe CD in P si pe AD in N.
a) Aratati ca MNPQ este paralelogram.

b) Determinati pozitia punctului M astfel incat aria paralelogramului MNPQ sa fie maxima.

Solutie.

a)Fiea |l AC,a | BD,M € «

AC |l a,AC c (ABC) si (ABC) na = MQ = MQ || AC sianalog NP || AC = MQ || NP || AC ......... 1p
ANAIOYG MN 1l QP 1l BD oot b bbbttt ettt 1p
MQ || NP si MN || QP =MNPQ paralelogram ... 1p

b) Aynpo = MN - MQ - sin(AC, BD)

Aynpg = Maxima & MN * MQ = TAXIML ..o s 1p

Notim e =k =X = ki 2= 1 -k =S MN = kBD $iMQ = (1 — k)AC weooooooeeeooeeeeeeoeeeeree 1p
AB BD AC

MN -MQ =k(1—k)-BD-AC = maxim © k(1 — k) = MAXIM....cccoiiviiiiiiiieieeeeceece e 1p

k(1—k) < i , egalitate se obtine pentru k = % & M este mijlocul segmentului (AB) ....cccovevvvvevncns 1p
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